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Tle Spécialité Mathématiques - 2025/2026

Cours - Séquence n°® 10 - SUITES (1II) :
compléments sur les suites

I- SUITES MONOTONES ET CONVERGENCE

Définitions
* Soit (u,) une suite définie sur N.

1. Dire que la suite (u,) est majorée, signifie qu'il existe un réel M tel que pour tout entier natureln, u, <M.
2. Dans le cas précédent, on dit que M est un majorant de la suite (aL,):

3. Dire que la suite (u,) est minorée, signifie qu'il existe un réel m tel que pour tout entier naturel n, m < u,.
4. Dans le cas précédent, on dit que m estun minorant de la suite (u,).
5

Dire que la suite (u;,) estbornée, signifie que la suite (u,,) est majorée et minorée.

%

Exemple
3 &
Soit (u,,) la suite définie pour tout entier natureln > 1,par:u, =1+ % 25
2 - .
Voici un nuage de points représentant cette suite graphiquement. 15 oo i L
; ¥ H 6 4 o2 w &
05
Démontrer que la suite (u,,) est bornée entre 1 et 3. 0 ,, . i
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Remarques

1. 3 estun majorant de la suite (u,),donc3,5;4; 542 ; ... sont aussi des majorants de la suite.

2. 1l existe des suites non majorées, non minorées. Par exemple, la suite (v,,) définie sur N par v, = (=2)".
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Propriétés : suites monotones divergentes

1. Siune suite est croissante et non majorée, alors elle diverge vers +co.
2. Siune suite est décroissante et non minorée, alors elle diverge vers —oo:

Démonstration *

1. Soit (u,) une suite croissante non majorée. Par négation, dire que (u,) une non majorée signifie que :
quel que soit le réel A, il existe un entier naturel N tel que uy > A.
Or, la suite (u,) est croissante, donc pour tout entier naturel ntel n > N u, > A.
Quel que soit le réel A, I'intervalle ]A ; +oo[ contient tous les termes de la suite (u,) pour n = N.
Donc lim u, =+ .

n—+oo

2. Démonstration analogue.

Théorémes de convergence monotone (admis)

A 1. Siune suite est croissante et majorée, alors elle est convergente.
2. Siune suite est décroissante et minorée, alors elle est convergente.

Remarque Ce théoréme permet de prouver la convergence d’une telle suite, mais ne fournit pas sa limite.
Exemple

Soit (t,,) la suite définiesur Npar:t, =1 et t,,q = t, +n.

Démontrer que la suite (t,,) est croissante et non majorée, puis en déduire sa limite.
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Propriétés

1. Siune suite (u,,) est majorée par M et converge vers [, alors I < M.
2. Siune suite (u,) est minorée par m et converge vers l,alors Il > m.

Démonstration
1. Soit (u,) une suite majorée par M et convergente vers L. M ¢
Raisonnement par l'absurde. Supposons que [ > M. t Jrect T £ >
: ey

On note I un intervalle ouvert contenant 1 et inclus dans M ; +oo[.
Or, (u,,) converge vers L. Dong, I contient tous les u, 3 partir d’'un certain rang et ces u, sont donc

supérieurs a M, ce qui est en contradiction avec le fait que (u,) est majorée par M. Doncl < M.
2. Démonstration analogue.

Exemple
Soit (u,) la suite définie sur N par: ug = 30 et up4q = 0,6up + 20.

Démontrer que la suite (u,,) est croissante et majorée. En déduire qu’elle est convergente. Que dire de sa limite ?
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Propriétés

1. Siune suite est croissante et converge vers [, alors cette suite est majorée par L
2. Siune suite est décroissante et converge vers [, alors cette suite est minorée par L

Démonstration

1. Soit (u,) une suite croissante et convergente vers L.
Raisonnement par I'absurde. Supposons qu'il existe un rang p tel que w, > L. Alors,u, > [ + B, avec g > 0.

D’une part, (u,) est croissante, donc pour toutn = p, u, = u,.
D’autre part, (u,) converge vers [, donc ]l — @ ; uz[, avec @ >0, contient tous les u, a partir d’'un rang ng.

On note N le plus grand des entiers p et n,.
Pour toutn > N, on a a la fois u, = u, et u, < u,.On aboutita une contradiction.
Donc I'hypothése « il existe un rang p tel que wu,, > I » est fausse et sa négation est vraie.
Donc pour tout entier naturel n, u,, <, c’est-a-dire la suite (u,,) est majorée par [.

2. Démonstration analogue.

II- FONCTIONS CONTINUES ET SUITES CONVERGENTES

Définition’
Soient (u,,) une suite définie sur N et f une fonction définie sur un intervalle I contenant tous les termes uy,.

L’image de la suite (u,) par la fonction f est la suite (f (u,)).

Exemple :
Soient (u,,) la suite définie sur N* paru,, = é +1 et f lafonction définie sur [0 ; +oo[ par f(x) = Vx.
Pour tout entier natureln > 1, -1;1- = 0,donc ;11-2— +1=>1,doncu, €[1; +[ C[0; +oof.

2 =

Ainsi, I'image de la suite (u,,) par la fonction f estla suite définie sur N* par: f(u,) = n—lz sl

Propriété (admise) : image d’une suite convergente par une fonction continue

Soit (u,,) une suite qui converge vers un nombre réel .
Soit I un intervalle tel que I € I et pour tout entier naturel n, u,, € L.

Pour toute fonction f définie sur I'intervalle I et continue en 1, la suite (f(u,,)) converge vers le nombre (F).

Exemple
Reprenons I'exemple précédent en considérant la suite (v,,) définie sur N* par v, = % + 1.

e Pour tout entier naturel n = 1, v, = f(u,) avecu, =;11? + 1 et f la fonction définie sur [0 ; +oo par f(x) = Vx.
e D’aprés I'étude précédente, pour tout entier natureln = 1, Uy € [0; 4oof.

2| : ;
e lim = = 0,donc, par somme, lim u, = 1.Donc la suite (u,) converge vers 1.
n—+oon n—-+oo

e Or,lafonction f est continue sur [0 ; +oo[, donc en particulier en 1.
Donc la suite (f(u,,)) converge vers f (1), c'est-a-dire V1. Soit, lirP v, =1
n—+oo
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/' Théoréme du point fixe’ ,

Soit f une fonction définie sur un intervalle I telle que pour tout x € I, fx) el
Soit (u,,) une suite définie sur N par un premier terme , € I etla relation de récurrence u, 4 = f(u,).

Si
A - la suite (u,) converge vers un nombreréel [ € I
; - lafonction f est continue sur I

alors [ est une solution dans I de I'’équation f(x) = x.

Démonstration

Pour tout entier naturel n, u, 41 = f(uy).
Or, d'une part, nlir_Poo u, = l et comme f est continueen! €1, lirfw f) = QD).
= n—

D’autre part, lim u, =1,donc lim u,,; =1
n—+oo n—+oo

Par unicité de la limite, on obtient donc: f(1) =1

Remarque
SiI'équation f(x) = x admet plusieurs solutions, on préndra celle correspondant aux caractéristiques de la suite
(). :
Exemple % Graphigue
. Soit (u,) la suite définie par uo = 0 et pour tout entier naturel n, tn4; = /3un +4. e Imm"“m;_ e
Le nuage de points ci-contre représente graphiquement o i
les premiers termes de la suite (uy,). sl s
1. Quelles conjectures peut-on émettre sur la suite (u,) ? Sl : :
2. Démontrer que la suite (u,,) converge et déterminer sa limite. 2 4 8—10-
‘ e ufn)=3 9529
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